
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ
РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

Федеральное государственное автономное образовательное учреждение высшего образования

МОСКОВСКИЙ ПОЛИТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ 

РАБОЧАЯ ПРОГРАММА ДИСЦИПЛИНЫ

 «Математические методы моделирования физических процессов»

Направление подготовки 
16.03.03  Холодильная, криогенная техника и системы жизнеобеспечения

Образовательная программа (профиль)
«Холодильная техника и технологии»

Квалификация (степень) выпускника:
Бакалавр

Форма обучения
Очная

Москва 2021

Документ подписан простой электронной подписью
Информация о владельце:
ФИО: Максимов Алексей Борисович
Должность: директор департамента по образовательной политике
Дата подписания: 01.09.2023 12:30:03
Уникальный программный ключ:
8db180d1a3f02ac9e60521a5672742735c18b1d6



2

1. Цели освоения дисциплины

К  основным  целям освоения  дисциплины   «Математические  методы
моделирования физических процессов» следует отнести:

- воспитание у студентов общей математической культуры;
-  приобретение  студентами  широкого  круга  математических  знаний,

умений и навыков; 
-  развитие  способности  студентов  к  индуктивному  и  дедуктивному

мышлению наряду с развитием математической интуиции; 
-  умение  студентами  развивать  навыки  самостоятельного  изучения

учебной  и  научной  литературы,  содержащей  математические   сведения  и
результаты; 

-  формирование  у  студента  требуемого  набора  компетенций,
соответствующих  его  направлению  подготовки  и  обеспечивающих  его
конкурентоспособность на рынке труда.

К  основным задачам освоения дисциплины  «Математические методы
моделирования физических процессов» следует отнести:

-  освоение  студентами  основных  понятий,  методов,  формирующих
общую  математическую  подготовку,  необходимую  для  успешного  решения
важных для практических приложений задач оптимизации;

-  подготовку  студентов  к  деятельности  в  соответствии  с
квалификационной характеристикой бакалавра  по направлению,  в  том числе
формирование  умений  использовать  освоенные  математические  методы  в
профессиональной деятельности.

                2.  Место дисциплины в структуре ООП бакалавриата

Дисциплина  входит  в  обязательную  часть  Блока  1  основной
образовательной  программы  бакалавриата  по  направлению  16.03.03
Холодильная, криогенная техника и системы жизнеобеспечения.

Ее изучение обеспечивает изучение дисциплин:
- высшая математика;
- физика;
- механика жидкости и газа;
- теоретическая механика; 
- термодинамика;
- тепломассообмен;

     3. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине, 
соотнесенные  с  планируемыми  результатами  освоения  образовательной
программы 

В результате освоения дисциплины у обучающихся формируются следующие
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компетенции и должны быть достигнуты следующие результаты обучения как
этап формирования соответствующих компетенций:

Код
компетенции

В результате
освоения

образовательной
программы

обучающийся
должен обладать

Перечень планируемых результатов
обучения по дисциплине

ПК-1 способностью
выявлять  сущность
научно-технических
проблем,
возникающих в ходе
профессиональной
деятельности,  и
привлекать  для  их
анализа
соответствующий
физико-
математический
аппарат

знать:
  математические методы в объеме, достаточном

для грамотного  анализа  физических явлений и
процессов  и  корректной  формализации  и
решения профессиональных задач

уметь:
 выявлять  сущность  научно-технических

проблем,  возникающих  в  ходе
профессиональной  деятельности,  и  привлекать
для  их  анализа  соответствующий  физико-
математический аппарат

владеть:
 методами  математического  анализа  и

моделирования,  теоретического  и
экспериментального исследования  для решения
проблем,  возникающих  в  ходе
профессиональной деятельности

ПК-2 готовностью
применять  физико-
математический
аппарат,
теоретические,
расчетные  и
экспериментальные
методы
исследований,
методы
математического  и
компьютерного
моделирования  в
процессе
профессиональной
деятельности

Знать:
методы  математического  моделирования,
постановки  и  решения  задач  математической
физики
уметь:
применять  необходимый  математический
аппарат,  методы  математического  и
компьютерного  моделирования  для  решения
проблем,  возникающих  в  процессе
профессиональной деятельности
 владеть:
теоретическими,  расчетным  и
экспериментальными  методами  для  решения
прикладных  задач  с  использованием  методов
математического  моделирования

4. Структура и содержание дисциплины

Общая  трудоемкость  дисциплины составляет  4 зачетные  единицы,  т.е.
144 академических часа (из них 72 часа – самостоятельная работа студентов).

Дисциплина  «Математические  методы  моделирования  физических
процессов»  изучается  на  3  курсе  в  5-ом  семестре.  При  этом  на  лекции
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выделяется  2 часа в неделю (36 часов), на практические занятия –  2  часа в
неделю (36 часов), форма контроля - зачет.

Структура  и  содержание  дисциплины  «Математические  методы
моделирования физических процессов» по срокам и видам работы отражены в
Приложении.

                                                Содержание разделов дисциплины 
Введение
Предмет,  задачи  и  содержание  дисциплины.  Основные  этапы  развития
дисциплины.  Структура  курса,  его  место  и  роль  в  подготовке  специалиста,
связь  с  другими  дисциплинами.  Понятие  математической  модели,  их
классификация.  Основные  принципы  математического  моделирования.
Необходимый  математический  аппарат  –  дифференциальные  уравнения
математической физики.

Раздел 1. Гармонический анализ.
Тема  1.  Постановка  основной  задачи  гармонического  анализа.

Ортогональность  тригонометрических  функций.  Разложение  в  ряд  Фурье
функций с периодом T=2π . Формулы коэффициентов Фурье. Условия Дирихле.
Теорема о разложимости периодических функций в ряд Фурье. Ряд Фурье для
четных и нечетных функций. Разложение в ряд Фурье функций с произвольным
периодом.  Особенности  разложения  непериодических  функций,  понятие  их
периодического продолжения. Применение рядов Фурье для решения краевых
задач. 

Тема 2. Обобщённый ряд Фурье. Ортонормированные системы функций.
Получение системы ортогональных базисных функций с помощью задачи на
собственные значения для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Раздел 2. Дифференциальные уравнения математической физики 
Тема  1. Основные  понятия  и  определения.  Классификация  линейных

дифференциальных  уравнений  с  частными  производными  2-го  порядка.
Основные уравнения математической физики. Постановка краевых и начально-
краевых задач для них, их физический смысл. 

Тема  2. Вывод  волнового  уравнения.  Решение  однородного
гиперболического уравнения с однородными граничными условиями методом
разделения  переменных.  Задачи  о  малых  свободных  колебаниях  струны,  о
продольных колебаниях стержня.

Тема  3. Решение  неоднородного  гиперболического  уравнения  с
однородными  граничными  условиями  методом  разложения  по  собственным
функциям однородной задачи. Задача о вынужденных колебаниях струны при
отсутствии начальных возмущений и при неоднородных начальных условиях.
Редукция  общей  начально-краевой  задачи  для  неоднородного
гиперболического уравнения к задаче с однородными граничными условиями. 

Тема 4. Решение однородного  волнового уравнения  в  круговой области.
Уравнение  и  функции  Бесселя.  Осесимметричные  колебания  круговой
мембраны.

Тема  5. Решения  начально-краевых  задач  для  однородного  и
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неоднородного параболического уравнения с однородными и неоднородными
граничными условиями. 

Тема  6. Постановка  краевых  задач  для  уравнения  Лапласа.
Фундаментальные решения уравнения Лапласа.  Решение задачи Дирихле для
уравнения  Лапласа  в  прямоугольной  области.  Решение  неоднородного
эллиптического  уравнения  с  однородными граничными  условиями.  Решение
задачи Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольной области в двойных
тригонометрических рядах Фурье.

       Тема 7. Решение задачи Дирихле для уравнения неоднородного уравнения
Лапласа  и  бигармонического  уравнения  в  прямоугольной  области  в  двойных
тригонометрических рядах Фурье.
       Тема 8. Основные понятия вариационного исчисления и применение прямых
вариационных  методов  к  решению  задач  математической  физики.   Методы
Рэлея-Ритца  и Бубнова - Галеркина. Применение к задачам механики.
      Тема 9. Разностные методы решения дифференциальных уравнений в
частных производных.

5. Образовательные технологии, применяемые при освоении дисциплины

Методика  преподавания  дисциплины  «Математические  методы
моделирования  физических  процессов»  и  реализация  компетентностного
подхода в изложении и восприятии материала предусматривают использование
следующих  активных  и  интерактивных  форм  проведения  групповых,
индивидуальных, аудиторных занятий в сочетании с внеаудиторной работой с
целью формирования и развития профессиональных навыков обучающихся: 
         – защита и индивидуальное обсуждение выполняемых этапов расчетно-
графических работ; 
            -  привлечение лучших студентов к консультированию отстающих.

– подготовка, представление и обсуждение презентаций на семинарских
занятиях;

– организация и проведение текущего контроля знаний студентов в форме
бланкового тестирования;

–  проведение  интерактивных  занятий  по  процедуре  подготовки  к
интернет-тестированию на сайтах: i-exam.ru, fepo.ru;

–  использование  интерактивных  форм  текущего  контроля  в  форме
аудиторного и внеаудиторного интернет-тестирования;
итоговый  контроль  состоит  в  устном  экзамене  по  математике  с  учетом
результатов выполнения самостоятельных работ.

Удельный вес занятий, проводимых в интерактивных формах, определен
главной  целью  образовательной  программы,  особенностью  контингента
обучающихся  и  содержанием  дисциплины  «Математические  методы
моделирования физических процессов» и в целом по дисциплине составляет
50% аудиторных занятий.     Занятия    лекционного    типа  составляют  50 %
от объема аудиторных занятий.
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6.  Оценочные  средства  для  текущего  контроля  успеваемости,
промежуточной  аттестации  по  итогам  освоения  дисциплины  и  учебно-
методическое обеспечение самостоятельной работы студентов

В  процессе  обучения  используются  следующие  оценочные  формы
самостоятельной  работы  студентов,  оценочные  средства  текущего  контроля
успеваемости и промежуточных аттестаций:
- одна расчетно-графическая работа.
- две самостоятельных (контрольных) работы в аудитории. 

        Расчетно-графическая работа № 1. Часть 1. Ряды Фурье. Применение
рядов  Фурье  к  интегрированию  обыкновенных  дифференциальных
уравнений.

Её краткое содержание: 
разложение  в  ряд  Фурье  непериодической  функции  на  отрезке  [–l,  l];

применение  рядов  Фурье  для  решения  изгиба  стержней  с  различными
граничными  условиями;  разложение  в  обобщённый  ряд  Фурье  функции  на
отрезке  [–l,  l]; нахождение  собственных  функций  параболического,
гиперболического или эллиптического уравнения. 

Расчетно-графическая  работа  №  1.  Часть  2.  Решение  уравнений
математической физики.

Её краткое содержание: 
Построение  решения в  виде обобщённого  ряда  Фурье либо однородного

параболического или гиперболического уравнения с однородными граничными
условиями  и  неоднородными  начальными  условиями,  либо  неоднородного
параболического или гиперболического уравнения с однородными граничными
условиями  и  начальными  условиями,  либо  неоднородного  эллиптического
уравнения с однородными граничными условиями.

      Оценочные  средства  текущего  контроля  успеваемости  включают
контрольные  вопросы  и  задания  в  форме  бланкового  тестирования  для
контроля освоения обучающимися разделов дисциплины, прием РГР.

Образцы  тестовых  заданий,  заданий  РГР,  контрольных  вопросов  и
заданий  для  проведения  текущего  контроля,  экзаменационных  билетов
приведены в Приложении 2.

6.1. Фонд оценочных средств для проведения промежуточной
аттестации обучающихся по дисциплине «Математические методы

моделирования физических процессов»
6.1.1. Перечень компетенций с указанием этапов их формирования в процессе 

освоения образовательной программы.
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В результате освоения дисциплины формируются следующие компетенции

Код
компетенции

В результате освоения образовательной программы обучающийся
должен обладать

ПК-1 способностью  выявлять  сущность  научно-технических  проблем,
возникающих в ходе профессиональной деятельности, и привлекать для
их анализа соответствующий физико-математический аппарат

ПК-2 готовностью применять физико-математический аппарат, теоретические,
расчетные  и  экспериментальные  методы  исследований,  методы
математического  и  компьютерного  моделирования  в  процессе
профессиональной деятельности

В процессе освоения образовательной программы данные компетенции, в
том числе их отдельные компоненты, формируются поэтапно в ходе освоения
обучающимися дисциплины в соответствии с учебным планом и календарным
графиком учебного процесса.

6.1.2. Описание показателей и критериев оценивания компетенций, 
формируемых по итогам освоения дисциплины, описание шкал

оценивания

Показателем  оценивания  компетенций  на  различных  этапах  их
формирования является достижение обучающимися планируемых результатов
обучения по дисциплине.

ПК-1  –  способность   выявлять  сущность  научно-технических  проблем,  возникающих  в  ходе
профессиональной  деятельности,  и  привлекать  для  их  анализа  соответствующий  физико-
математический аппарат

Показатель
Критерии оценивания

2 3 4 5

знать:
основополагаю
щие
теоретические
положения,
методы,
предусмотренн
ые  программой
дисциплины,
позволяющие  в
совокупности
адекватно
представлять
современную
научную
картину мира

Обучающийся демонстрирует
полное  отсутствие  или
недостаточное  соответствие
знаний  контролируемых
разделов математики:
не  способен
аргументированно и последо-
вательно  излагать  материал,
неправильно  отвечает  на
дополнительные вопросы или
затрудняется с ответом

Обучающийся 
демонстрирует неполное 
соответствие знаний 
программе:
допускаются ошибки, 
проявляется 
недостаточное, 
поверхностное знание 
теории, сути методов. 
Для получения 
правильного ответа 
требуются уточняющие 
вопросы.

Обучающийся  демон-
стрирует  достаточно
глубокие  знания
контролируемых
разделов  дисциплины,
отвечает на все вопросы, в
том  числе
дополнительные.  В  то  же
время  при  ответе
допускает
несущественные
погрешности  или  дает
недостаточно  полные
ответы

Обучающийся 
демонстрирует 
полное 
соответствие 
знаний 
программе 
дисциплины,
логично и 
аргументированн
о отвечает на все 
вопросы, в том 
числе 
дополнительные,
показывает 
высокий уровень
теоретической 
подготовки

уметь:
использовать
постановки

Обучающийся показывает 
недостаточное умение 
применять теорию к решению

Обучающийся 
демонстрирует неполное 
соответствие следующих 

Обучающийся 
демонстрирует частичное 
соответствие следующих 

Обучающийся 
демонстрирует 
умение  
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задач и методы
математической
физики
исчисления  для
решения
прикладных
задач

предлагаемых задач, 
допускает грубые ошибки при
решении задач или вообще 
решения задач отсутствуют, 
неправильно отвечает на 
дополнительные вопросы, 
связанные с изучавшимися в 
курсе математическими 
методами и моделями  или 
затрудняется с ответом

умений:  решение задач, 
умение пользоваться 
методами 
математической физики. 
В решении задач могут 
содержаться грубые 
ошибки, проявляется 
недостаточное умение  
применять теорию к 
решению предлагаемых 
задач.

умений: применять 
теоретические методы к 
решению задач. Умения 
освоены, но допускаются 
незначительные ошибки, 
неточности, затруднения 
при решении задач, не 
влияющие на общий ход 
решения

применять 
теорию к 
решению 
предлагаемых 
задач, правильно 
и полно строить 
решения 
математических 
задач. Свободно 
оперирует 
приобретенными
умениями, 
применяет их в 
ситуациях 
повышенной 
сложности.

Владеть:
на  основе
знания
основных
методов
математической
физики
методикой  их
применения для
решения  задач,
возникающих  в
процессе
профессиональ
ной
деятельности

Обучающийся не владеет или 
в совершенно недостаточной 
степени владеет
навыками применения 
теоретического аппарата и 
различных математических 
методов  к решению задач

Обучающийся владеет 
математическими 
методами в неполном 
объеме, допускаются 
значительные ошибки, 
проявляется 
недостаточность 
владения 
математической 
техникой, испытывает 
значительные 
затруднения при 
применении навыков в 
новых ситуациях.

Обучающийся частично 
владеет методами 
математической физики, 
навыки освоены, но 
допускаются 
незначительные ошибки, 
неточности, затруднения 
при аналитических 
операциях, переносе 
умений на новые, 
нестандартные ситуации.

Обучающийся в 
полном объеме 
владеет 
методами 
математического
моделирования 
физических 
процессов , 
свободно 
применяет 
полученные 
навыки в 
ситуациях 
повышенной 
сложности.

ПК-2  способность  применять  физико-математический  аппарат,  теоретические,  расчетные  и
экспериментальные  методы  исследований,  методы  математического  и  компьютерного
моделирования в процессе профессиональной деятельности

знать:
теорию,
постановки  и
методы
решения  задач
математической
физики

Обучающийся
демонстрирует  полное
отсутствие  или
недостаточное
соответствие   знаний
контролируемых
разделов математики:
не способен 
аргументированно и 
последовательно 
излагать материал, 
неправильно отвечает на
дополнительные 
вопросы или затруд-
няется с ответом

Обучающийся демонстрирует 
неполное соответствие  
знаний программе,
допускаются ошибки, 
проявляется недостаточное, 
поверхностное знание теории,
сути методов. Для получения 
правильного ответа требуются
уточняющие вопросы.

Обучающийся  демон-
стрирует  достаточно
глубокие  знания
контролируемых
разделов  дисциплины,
отвечает на все вопросы, в
том  числе
дополнительные.  В  то  же
время  при  ответе
допускает несущественные
погрешности  или  дает
недостаточно  полные
ответы

Обучающийся 
демонстрирует 
полное 
соответствие 
знаний 
программе 
дисциплины,
логично и 
аргументированн
о отвечает на все 
вопросы, в том 
числе 
дополнительные,
показывает 
высокий уровень
теоретической 
подготовки

уметь:
применять
математический
аппарат
математической
физики, методы

Обучающийся 
показывает 
недостаточное умение 
применять теорию к 
решению предлагаемых 
задач, допускает грубые 

Обучающийся демонстрирует 
неполное соответствие 
следующих умений:  решение 
задач, умение пользоваться 
методами математической 
физики. В решении задач 

Обучающийся 
демонстрирует частичное 
соответствие следующих 
умений: применять 
теоретические методы к 
решению задач. Умения 

Обучающийся 
демонстрирует 
умение  
применять 
теорию к 
решению 
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математическог
о  и
компьютерного
моделирования
для  решения
проблем,
возникающих  в
области
прикладной
механики

ошибки при решении 
задач или вообще 
решения задач 
отсутствуют, 
неправильно отвечает на
дополнительные 
вопросы, связанные с 
изучавшимися в курсе 
математическими 
методами и моделями  
или затрудняется с отве-
том

могут содержаться грубые 
ошибки, проявляется 
недостаточное умение  
применять теорию к решению 
предлагаемых задач.

освоены, но допускаются 
незначительные ошибки, 
неточности, затруднения 
при решении задач, не 
влияющие на общий ход 
решения

предлагаемых 
задач, правильно 
и полно строить 
решения 
математических 
задач. Свободно 
оперирует 
приобретенными
умениями, 
применяет их в 
ситуациях 
повышенной 
сложности

владеть:
методами
математической
физики  для
эффективного
решения
прикладных
задач,
возникающих  в
ходе
профессиональ
ной
деятельности

Обучающийся не 
владеет или  в 
совершенно 
недостаточной степени 
владеет
навыками применения 
теоретического аппарата
и различных математи-
ческих методов  к реше-
нию задач

Обучающийся владеет 
математическими методами в 
неполном объеме, 
допускаются значительные 
ошибки, проявляется 
недостаточность владения 
математической техникой, 
испытывает значительные 
затруднения при применении 
навыков в новых ситуациях.

Обучающийся частично 
владеет методами 
математической физики, 
навыки освоены, но 
допускаются 
незначительные ошибки, 
неточности, затруднения 
при аналитических 
операциях, переносе 
умений на новые, 
нестандартные ситуации.

Обучающийся в 
полном объеме 
владеет 
методами 
математической 
физики, 
свободно 
применяет 
полученные 
навыки в 
ситуациях 
повышенной 
сложности.

Шкала  оценивания  результатов  промежуточной  аттестации  и  еë
описание:

Форма промежуточной аттестации: зачет. 
Промежуточная аттестация обучающихся в форме зачета проводится по

результатам  выполнения  всех  видов  учебной  работы,  предусмотренных
учебным  планом  по  данной  дисциплине,  при  этом  учитываются  результаты
текущего  контроля  успеваемости  в  течение  семестра.  Оценка  степени
достижения обучающимися планируемых результатов обучения по дисциплине
проводится  преподавателем,  ведущим  занятия  по  дисциплине  методом
экспертной  оценки.  По  итогам  промежуточной  аттестации  по  дисциплине
выставляется оценка «зачтено» или «не зачтено».

Шкала
оценивания

Описание

Зачтено

Выполнены  все  обязательные  условия  подготовки  студента  к
промежуточной  аттестации, предусмотренные  программой
дисциплины.  Студент  демонстрирует  соответствие  знаний,  умений,
навыков  приведенным  в  таблицах  показателям,  оперирует
приобретенными  знаниями,  умениями,  навыками,  применяет  их  в
ситуациях  повышенной  сложности.  При  этом  могут  быть  допущены
незначительные  ошибки,  неточности,  затруднения  при  аналитических
операциях,  переносе  знаний  и  умений  на  новые,  нестандартные
ситуации.
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Не зачтено

Не  выполнены   обязательные  условия  подготовки  студента  к
промежуточной  аттестации, предусмотренные  программой
дисциплины, ИЛИ студент демонстрирует неполное соответствие знаний,
умений,  навыков  приведенным  в  таблицах  показателям,  допускаются
значительные ошибки, проявляется отсутствие знаний, умений, навыков
по ряду показателей, студент испытывает значительные затруднения при
оперировании знаниями и умениями при их переносе на новые ситуации.

Фонды оценочных средств представлены в приложении 2 к рабочей
программе.

7. Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины

а) основная литература:

б) дополнительная литература: 

1. Коган  Е.А.,  Лопаницын Е.А.  Ряды Фурье и  дифференциальные уравнения
математической физики. Учебное пособие по дисциплине «Математика» для
студентов всех специальностей и направлений подготовки дипломированных
спе5циалистов и бакалавров очного отделения. М.: 2012. 

в) программное обеспечение и интернет-ресурсы: 

Программное обеспечение не предусмотрено.
        Интернет-ресурсы  включают  учебно-методические  материалы  в
электронном виде,  представленные на сайте  mospolytech.ru в разделе: «Центр
математического образования» (http://mospolytech.ru/index.php?id=4486);

Варианты контрольных заданий по дисциплине представлены на сайтах:  
http://i-exam.ru,   http  ://   fepo  .  ru  .

Полезные  учебно-методические  и  информационные  материалы
представлены  на сайтах:  

http://exponenta.ru,
http://eqworld.ipmnet.ru/ru/info/mathwebs.htm.

8. Материально-техническое обеспечение дисциплины
Материально – техническая база университета обеспечивает проведение всех
видов  занятий,  предусмотренных  учебным  планом  и  соответствует
действующим санитарным и противопожарным правилам и нормам.
Для проведения учебных занятий используются:
- лекционные аудитории и аудитории для проведения практических занятий, в
том  числе,  оснащенные  мультимедийным  оборудованием  для  проведения
аудиторных занятий (проектор, ноутбук, микрофон и т.д.);
-  для  работы  со  специализированным программным обеспечением  во  время
интерактивных  практических  занятий  имеются  компьютерные   классы
университета.
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9.  Методические рекомендации для самостоятельной работы студентов

Раздел  математики,  посвященный   математическому  моделированию
физических процессов и базирующийся на уравнениях математической физики,
является  чрезвычайно  важным  для  приложений,  так  как  большинство
физических  процессов  различной природы моделируется  именно линейными
дифференциальными уравнениями в частных производных. 

При изучении уравнений математической физики следует, прежде всего,
обратить внимание на классификацию уравнений. Всё многообразие уравнений
математической  физики  может  быть  разделено  на  три  класса.  Уравнения
каждого  класса  обладают  общими  свойствами  решений.  В  каждом  из  этих
классов  есть  простейшее  уравнение,  называемое  каноническим.
Принадлежность  уравнения  к  тому  или  иному  классу  определяется
соотношением между коэффициентами при старших производных.

Особое  внимание  надо  обратить  на  постановки  начально-краевых
задач для уравнений гиперболического, параболического типов и  краевых
задач для уравнений эллиптического типа. 

Любое  дифференциальное  уравнение  математической  физики  имеет
бесчисленное  множество  решений.  Для  получения  единственного  решения
необходимо задание дополнительных условий, которые позволяют однозначно
описать  конкретный  физический  процесс.  Количество  и  вид  этих  условий
зависят от характера и порядка производных, входящих в уравнение, от формы
области,  в которой ищется решение уравнения, от характера взаимодействия
рассматриваемого  тела  (или  процесса  в  выделенном  теле)  с  окружающей
средой. В общем случае дополнительными условиями могут быть начальные и
граничные условия.

Начальные условия описывают состояние объекта в начальный момент
времени.  Для  уравнения  гиперболического  типа  ставятся  два  начальных
условия соответственно второму порядку производной по времени, входящей в
уравнение.  Они  характеризуют  величины  отклонений  и  скоростей  точек
объекта (струны, стержня и др.) в начальный момент времени. Для уравнения
параболического  типа  ставится  одно  начальное  условие,  что  соответствует
первому порядку производной по времени (если искомая функция в уравнении
теплопроводности u(x,t) – температура в произвольном сечении стержня в лю-
бой  момент  времени  t,  то  начальным  условием  задаётся  распределение
температуры по длине стержня в начальный момент времени t = 0).

Граничные  условия  для  волнового  уравнения  (если  оно  описывает,
например, поперечные колебания  струны конечных размеров) характеризуют
поведение  концов  струны  в  процессе  колебаний  и  зависят  от  характера  их
закрепления.

Для  уравнения  теплопроводности  стержня  граничные  условия  имеют
существенно различный вид в зависимости от характера  теплообмена концов
стержня с окружающей средой.

Для  уравнения  эллиптического  типа,  как  и  для  уравнения  па-
раболического типа, также различают разные краевые задачи в зависимости от
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условий на контуре рассматриваемой области.
Поэтому постановка задачи математической физики включает задание

дифференциального  уравнения  в  частных  производных,  описывающего
исследуемый процесс, а также в общем случае граничных и начальных условий,
позволяющих получить единственное решение.

Если  задача  математической  физики  поставлена  корректно,  то  её
решение существует, единственно и устойчиво к малым изменениям исходных
данных.

Требование  непрерывной  зависимости  решения  от  исходных  данных
обусловлено  тем,  что  физические  данные,  характеризующие  начальное
состояние системы, определяются, как правило, экспериментально, и всегда с
некоторой погрешностью. Поэтому необходима уверенность в том, что малая
погрешность в исходных данных будет приводить лишь к малой погрешности в
решении,  то  есть  решение  задачи  не  должно  существенно  зависеть  от
погрешностей измерений.

Из-за ограниченности объема курса рассматриваются, в основном, метод
разделения переменных Фурье и его модификация для решения неоднородных
уравнений – метод разложения по собственным функциям однородной задачи.
Студенту  надо  осмыслить  идею  метода  разделения  переменных  –  сведение
задачи  для  дифференциального  уравнения  в  частных  производных  к
принципиально  более  простой  задаче  решения  независимых  друг  от  друга
обыкновенных  линейных  дифференциальных  уравнений  (причем  важно,  что
разделение переменных происходит и в граничных условиях). Надо обратить
внимание на единство подхода к решению уравнений различного типа. Так, при
решении  однородных  уравнений  методом  разделения  переменных  и  для
гиперболических,  и  для  параболических  и  для  эллиптических  уравнений  на
первом  этапе  решение  сводится  к  задаче  на  собственные  значения  (задаче
Штурма-Лиувилля). 

При  решении  неоднородных  уравнений   методом  разложения  по
собственным функциям также сначала решается  однородная краевая задача,
что  позволяет  найти  собственные  функции,  удовлетворяющие  граничным
условиям. По ним далее и раскладываются в ряды искомые функции и правые
части уравнений, что приводит (при решении волнового уравнения и уравнения
теплопроводности)  к  задаче  Коши  для  неоднородных  обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Следует также обратить внимание на то, что решение методом разделения
переменных  возможно  не  всегда,  а  во  многих  случаях  приводит  к  так
называемым  специальным  функциям,  например,  при  решении  уравнений
математической физики в круговых областях. 

Основные сведения из вариационного исчисления. Во многих случаях
задачу  интегрирования  дифференциального  уравнения  при  соответствующих
краевых  условиях  можно  заменить  равносильной  вариационной  задачей
отыскания  функции,  сообщающей  экстремальное  значение  некоторому
функционалу. 
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Например, при обычных краевых условиях можно свести интегрирование
уравнений  статической  теории  упругости  к  отысканию  минимума
потенциальной энергии деформации.

Следует,  прежде  всего,  понять,  что  является  предметов  вариационного
исчисления и его основные понятия.

Наряду с задачами исследования экстремумов функций на практике часто
возникает необходимость отыскания максимальных и минимальных значений
математических  выражений  более  общего  вида  –  так  называемых
функционалов. 

Вариационное  исчисление  и  является  разделом  математики,
посвященным исследованию методов  отыскания  экстремумов функционалов,
зависящих от одной или нескольких функций, при разного рода ограничениях,
налагаемых на эти функции. 

В настоящее время вариационные методы очень широко применяются в
механике и физике.

Понятие  функционала  является  обобщением  понятия  функции:  если
функция  y ( x ) - это зависимость числа от числа, то функционал  I [ y ( x ) ]  - это
зависимость  числа  от  функции,  он  определен  на  множестве  допустимых
кривых.

Чтобы  проследить  изменение  функционала  при  изменении  аргумента
вводится, прежде всего, понятие вариации функции - аргумента функционала.

Варьирование  аргумента  функционала  означает  переход  от  одной
функции из класса допустимых для данного функционала к другой бесконечно
близкой ей функции при том же значении x.

В этом состоит отличие варьирования от дифференцирования функций,
которое, как известно, является мерой изменения одной и той же функции при
изменении независимой переменной x .

Варьирование  аргумента  функционала  δy  аналогично  приращению
независимой переменной Δx при исследовании экстремумов функций.

Варьирование  аргумента  функционала  –  это  новая  математическая
операция,  перестановочная  с  операциями  дифференцирования  и
интегрирования.

Аналогично,  вариация функционала играет ту же роль при исследовании
функционалов,  что  дифференциал  функции  при  исследовании  функций.
Вариация функционала – это главная линейная часть приращения функционала.

При исследовании локального экстремума функционала выясняется, что
необходимое условие экстремума функционала состоит в равенстве нулю его
вариации δI=0. Здесь опять проявляется аналогия с исследованием экстремумов
функций. Действительно, необходимое условие экстремума функции в данной
точке состоит в равенстве нулю производной функции в этой точке:  y ' (x0 )=0 .

Необходимо  обязательно  осмыслить  и  знать  постановку  и  решение
простейшей  вариационной  задачи  –  задачи  с  неподвижными  границами,
решение  которой  сводится  к  решению  краевой  задачи  для  нелинейного
дифференциального  уравнения  второго  порядка  –  уравнения  Эйлера,
играющего фундаментальную роль в вариационном исчислении.
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Вариационные  задачи  допускают  их  прямое  решение,  то  есть
приближенное  решение,  сводящее  исходные  уравнения  непосредственно  к
конечным системам алгебраических  уравнений.  Такие  методы и  называются
прямыми.  Их  применение  связано  с  использованием  общих  вариационных
принципов  механики.  В  задачах  механики  деформируемого  твердого  тела
прямые методы решения базируются на аппроксимации деформированного или
напряженного состояния. 

Наиболее  универсальными  и  распространенными  прямыми  методами
приближенного решения основной задачи вариационного исчисления – задачи
отыскания экстремума функционалов являются метод Ритца и метод Бубнова –
Галеркина. Они и сейчас (спустя более 100 лет после их появления) являются
весьма распространенными «рабочими» методами механики.  

Студент  в  процессе  освоения  курса  должен  овладеть  знанием
вариационных  методов  и  принципов  и  уметь  применять  их  к  решению
простейших типовых задач, относящихся к прикладной механике.

10. Методические рекомендации для преподавателя

Прежде  всего,  следует  обратить  внимание  студентов  на  то,  что
практически  весь  изучаемый  ими  материал  является  для  них  новым,  не
изучавшимся  ни  в  программе  средней  школы,  ни  в  классических  разделах
высшей математики на первом курсе. Однако он вполне может быть успешно
изучен,  если  студенты  будут  посещать   занятия,  своевременно  выполнять
домашние задания и пользоваться (при необходимости)   системой плановых
консультаций в течение каждого семестра.  

Вошедшие в курс математического моделирования физических процессов
уравнения  математической  физики  практически  имеют  очень  широкое
распространение  для  решения  разного  рода  естественнонаучных  задач.  Их
освоение  поможет  студентам  успешно  применять   накопленные  знания  в
профессиональной деятельности.

Необходимо с самого начала занятий рекомендовать студентам основную
и дополнительную литературу, а в конце семестра дать список вопросов для
подготовки к экзамену.
           На первом занятии по дисциплине обязательно проинформировать 
студентов о виде и форме промежуточной аттестации по дисциплине, сроках ёе 
проведения, условиях допуска к промежуточной аттестации, применяемых 
видах промежуточного контроля.

Соображения и рекомендации,  приведенные в п.  9  рабочей программы
для  студентов,  должны  быть  четко  сформулированы  и  изложены  именно
преподавателем на лекциях,  практических занятиях и консультациях.

Изложение  теоретического  материала  должно  сопровождаться
иллюстративными  примерами,  тщательно  отобранными  преподавателем  так,
чтобы технические трудности и выкладки при решении задачи не отвлекали от
главного:  осмысления   идеи  и  сути  применяемых  методов.  Следует  всегда
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указывать  примеры  практического  применения  рассмотренных  на  занятиях
уравнений и формул.

Практические занятия должны быть организованы преподавателем таким
образом, чтобы оставалось время на периодическое выполнение  студентами
небольшой  самостоятельной  работы  в  аудитории  для  проверки  усвоения
изложенного материала.

Преподаватель,  ведущий  практические  занятия,  должен  согласовывать
учебно – тематический план занятий с лектором, использовать единую систему
обозначений. 

Преподавателю  следует  добиваться  систематической  непрерывной
работы студентов в течение семестра, необходимо выявлять сильных студентов
и привлекать  их к научной работе,  к  участию в разного рода олимпиадах и
студенческих научно-технических конференциях и конкурсах.

Студент  должен  ощущать  заинтересованность  преподавателя  в
достижении  конечного  результата:  в  приобретении  обучающимися  прочных
знаний,  умений и  владения  накопленной информацией для  решения задач  в
профессиональной деятельности. 

Программа  составлена  в  соответствии  с  Федеральным  государственным
образовательным  стандартом  высшего  образования  по  направлению
подготовки   16.03.03    «Холодильная,  криогенная  техника  и  системы
жизнеобеспечения»,   образовательная  программа  (профиль)  «Холодильная
техника и технологии».

Программу составили:
 проф., д.ф.-м.н.                                              __________________ /Г.С.Жукова/
доц., к.ф-м.н.                                                       __________________ /Е.А.Коган/

Программа  утверждена на заседании Центра математического образования
« 26 » января 2017 г.,   протокол №  6

И.о. заведующего  Центром математического  образования
проф., д.ф.-м.н.                                              __________________ /Г.С.Жукова/

Программа согласована с руководителем образовательной программы
«Холодильная техника и технологии»            _______________ /А.Е.Ермолаев/

«____»____________2017 г.
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